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Chapter 1

kholle 18-19-20 (TD 27-28-29)

1.1 Soit E un espace euclidien. Donner la définition

d’une isométrie de E et donner des exemples d’isométries
de R? ou R3.

Définition :

Soit E un espace euclidien (E, < .,. >)
u € L(FE) est une isométrie

<~ Vz e E, |u(z)] = |z| ou ||z]| = V< z,z >

Exemple :

rotations symétries axiales
R — |08 6 —sinf g, — |08 6 sinf
= |sin@ cosh = lsinf —cosb

1.2 Montrer qu’une isométrie préserve le produit scalaire.
Montrer que les seules valeurs propres réelles d’une
isométrie sont 1 et -1.

Soit u € L(E)

V(z,y) € B?, < u(x),u(y) >=< z,y >

Supposons que Vo € E, ||u(z)]| = |||
Montrons que Y(z,y) € E?, < u(x),u(y) >=< x,y >

lz+yll* = ll2l* + 2 <2,y > +]lyll? (L.1)
lu(z) + u()l* = u@)[* +2 < u(@), uly) > +uy)|* (1.2)

Par identification, < u(z),u(y) >=< z,y > car ||z + y||* = |Ju(z) + u(y)|?



‘Les valeurs propres de u sont 1 et -1 ‘

Si A € Sp(u) NR, alors Iz € E\{0}, u(z) = Az

En passant a la norme : ||u(x)|| = ||Az] = |A|||=]|
=|l=|
On en déduit que (|A —1]) ||z|| =0
~
#0
D’ou ce merveilleux résultat : [A\| =1 = A ==+1

1.3 Donner la définition d’une matrice orthogonale.
Donner deux exemples.

Définition :

S € My(R) est une matrice orthogonale <= STS = S55T = La,,
avec S71 =87

On note 04(R) I’ensemble des matrices orthogonales.

Exemple 1 :

Matrice de taille d x d Elle devrait nous rappeler quelque chose **tousse**

Exemple 2 :

La matrice identité car multiplié par son inverse elle donne l'identité !

1.4 Expliciter et démontrer le lien entre les matrices
orthogonales et les isométries.

Soit u € L(E),
Alors u est une isométrie de E
<= la représentation de u dans toute base othonormée est une matrice orthogonale.

Soit w une isométrie et (ey,...eq) une base orthonormée. On note S sa représentation

matricielle dans cette base.
uler) ... uleq)

S:

S orthogonale <= ses vecteurs forment une base orthonormée.
1 sii=j

<ule;);ulej) >=<e; e >= { 0 sinon.

Donc S est une matrice orthogonale.



Soit u un endomorphisme tel que toute représentation matricielle dans une base or-
thonormée est une matrice orthogonale. Montrer que u est une isométrie.

Soit (eq, ..., eq) une base orthonormée et S la représentation matricielle de u dans cette
base.

d
Soit z € F, alors © = inei
i=1
L’objectif est de montrer que ||u(z)|| = ||=||
d d d
i=1j=1 i=1

Maintenant on calcule u(z).
T

u(z) =SX ou X =

Lq

d
lu(@)||? =< u(@),u(z) > =(SX)T(SX)=XT§TEX =XTX =3 af =z’

=14 i=1



Chapter 2

kholle 19-20 (TD 28-29)

2.1 Montrer que la matrice de passage entre deux
bases orthonormées d’un espace euclidien est une
matrice orthogonale.

Soit { B,: (ei,)ie[‘l’"” 2 bases orthonormales.

B’ = (€)ief1,n]

Notons P la matrice de passage.
Alors €] = Pe;

Calculons,
-
<) > = (e)T(€)
= (Pe;) ' (Pe;)
=le; x (PTP) x ¢
= (PTP)y

et:<e;7e;>:{ Ozinlon] - PTP:]ld

2.2 Donner la définition d’un endormorphisme symétrique
u d’un espace euclidien E. Montrer que si ' C F
est stable par u alors F' est aussi stable par u

Soit E un espace euclidien et u € L(E).
On dit que u est symétrique
> V(x,y) € B2, < u(z),y >=< z,u(y) >

On note ./ (E) C L(E) le SEV de L(F) des endomorphismes symétriques.

’Preuve de la stabilité de F* par u : ‘

Soit u € #(F) (ensemble des endomorphismes symétriques) et F C E un SEV sta-
ble par v de E.
Alors Vz € F, u(z) € F donc u € Z(F).



De plus, ¥(z,y) € F?, < u(z),y >=< z,u(y) >.
Ainsi, u|p C L(F)

Montrons que F* est aussi stable par u.
Soit z € F-. Montrons que u(z) € F*.

Soit f € F,
<u(z), f>=<z,u(f) > caru € S (E)
e Ft

T
=0 car { u(f) €F

2.3 Soit A € M;(R) une matrice symétrique : montrer
que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Soit A € M4(R), soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé.
Montrons que A € R.

A € R revient a montrer que :

Im(\) =0 <= X\ =\ (car la partie imaginaire est nulle donc réel)

AX = AX car A € Sp(A)
X AX =)X ' X

X1 Xy
Xu X4

XX = Z|XZ-\2 € R’ donc on peux "diviser” par X' x
i=1

(XTAX)N)'
(XTX)T)T




Donc la partie imaginaire de A est nulle, donc A € R

2.4 Soit v un endomorphisme symétrique : montrer
que ses espaces propres sont orthogonaux. Illus-
trer ce résultat avec la matrice U;; = 1

Preuve :

Soit (A1, v1)et(Ag, v2) deux couples valeurs propres, vecteurs propres tel que : A # Ao.
On calcule :

< U(’Ul),vg >=)\ < V1,02 >

< wp,u(vy) > = Ag < v1,v9 > par symétrie
- ()\1 — /\2) <wvi,ve >=0
—_———

#0
— < U1,V >= 0

= vy et vy sont orthogonaux
—> Les espaces propres sont orthogonaux deux a deux.

1 1 . P
Prenons A = 1 J , son polynéme caractéristique est : Pa(z) = x(z — 2)

Donc diagonalisable car les valeurs propres sont de multiplicités simple.

Calcul des espaces propres :

= () emn () =)
_ {(ﬁ;) € R2z1 + 2 = o}

L)

= {(n) e (i) =2 (3))
() emi () -2(2)
{() e}

= Fy =wvect((1,1))

1 1
Or <<1> , (_1>> = 0 donc les espaces propres dont orthogonaux car ses vecteurs sont

orthogonaux.



Chapter 3

kholle 20 (TD 29)

3.1 Donner la définition d’'un endormorphisme symétrique
u d’un espace euclidien E. Montrer que si F' C F
est stable par u alors F* est aussi stable par u

section 2.2 page 5

3.2 Soit A € My(R) une matrice symétrique : montrer
que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

section 2.3 page 6

3.3 Montrer qu’un endomorphisme symétrique (ou ma-
trice symétrique réelle) est diagonalisable dans une
base orthonormée.

’ Preuve du théoreme spectral : ‘

On va procéder par récurrence.
Notons (Hy) 'hypothese de récurrence.

(Hg) : ”tout endormorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension d est
diagonalisable dans une base orthonormée.”

Initialisation : d=1
ne pose pas de probleme

Hérédité : On suppose que (Hy) est vraie Vk < d. Montrons que (Hg11) est vraie.

Soit E un espace euclidien de dimension d+1 et v € .(E) (un endormorphisme symétrique).
Soit A € Sp(u) € R. On considere F' = ker(u — A1).
On adimF > 1.

E=FaF+

F est stable par u et u|, est un endomorphisme symétrique de F.

On a également F+ stable par u et u po est un endormorphisme symétrique de F+.
Pour F, on choisit une base orthonormée de F.

U|F = )\]1]1:‘



Donc u| est déja sous forme diagonale.
Pour F*, on applique I’hypothes de récurrence :
u| 1 admet une base orthonormée de vecteurs propres.

On rassemble les bases de F et F- pour obtenir une base orthonormée de E.
Ainsi (Hg41) est vraie.

Conclusion : Par principe de récurrence, (Hy) est vraie Vd € N*

3.4 Donner le théoreme de décomposition de Cholesky
et illustrer sur une matrice de taille 2 ou 3.

‘Décomposition de Cholesky : ‘

Soit A € .7 T(R) (ensemble des matrices symétriques définies positives).

3L une matrice triangulaire inférieure et inversible telle que :

A=LLT.

Cette décomposition est unique si on fixe le signe des éléments diagonaux de L.

Prenons A = [; ﬂ A étant de taille 2x2, alors :
L2 Ly L
A=1T = 1,1 1,1421
[L2,1L1,1 L3, + 13,
Ce qui nous donne 4 équations :
1 = Lil
2 =Li1L2,
2 =L11Ly,
7T =L3,+L3,
Donc :
L171 =1
Loy =2
Lys =3
Ainsi :



