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Chapitre 1

Fonctions de R" a valeurs
dans R?

1.1 Soit a € ). f est continue en a <= Vj €
|1, p|], la fonction composante f; est continue
au point a.
Pour faciliter, on va se placer dans : f : R — RP
f continue en a

f continue en a <= Ve > 0,3n > 0,Vx € Dy, ||z —a| <n = ||f(z) — f(a)|| < e
Mais nous sommes en dim finie donc il y a équivalence des normes
<= Ve >0,3n,Va € Dy, ||z —al| <n = Vie|[l,p]],|fi(z) — fi(a)] <e
< Vi€ [|1,p|], fi continue en a.

1.2 Soit a € Q. f est continue en a — Vj €
[|1,7|], la fonction partielle f,; est continue
au point a;.

f:R" — RP

f continue en a = Ve > 0,3n > 0,Va € Dy, ||z —al| <n = ||f(z) — f(a)]| <e
= Ve >0,3In>0,Vo € Ds,Vie[|1,n]],|z; —a;| <n = |f(zx) — f(a)| < e
= Ve>0,In>0,Vte R Vie[|[l,n]],|t —a;| <n = |f(t) — fla;)| < €

= Ve >0,Vie[l,n|],In; >0,VteR, |t —a;| <my = f;,i(t) —f;i(ai) <e

s

— Vi € [|1,n]], fa; est continue en a;



Chapitre 2

Diftférentielle

2.1 Unicité et continuité de la différentielle

2.1.1 (Unicité) Si f est différentiable en z, la différentielle
de f en z est unique et : D¢(z)(h) = iiﬂgw
—>
f est différentiable en z € Q, —
I\ € Z(R",RP)

de : Q@ — RP avec e(h) " 0
11—

Pour "h petit" :

fla+h) = f(a) + A(h) + |[n]| (h)
A(h) = fla+h) = f(a) = |[hl[e(h)

Vi € R*,
A(th) = f(a+th) — f(a) — [[th] e(h)
donc :
A(h) = fla+ t]? — fla) — |it| [Ih]|e(h) Par linéarité de la différentielle
—_———

—0
t—0

YN Pt — 150, f@tth)—f(x)
D’ou l'unicité. Dy(z)(h) = {52—% 0

2.1.2 (Continuité) Si f est différentiable en z alors f est
continue en z

Si f est différentiable en a € 2,
alors }llz'n”[b)f(a +h) = f(a).
—



Donc f continue en a.

2.2 Si ) est un ouvert de R, f : ) — R? est dif-
férentiable en z € () <= f dérivable en x,
et 'on a : Vh € R,Dy(z)(h) = hf'(x), f'(z) =
Di(x)(1) € R?

En dimension 1 :

f dérivable en a
= Eil6R,35:R—>Ravece(h)}—(>)OechER,
1>

fla+h) = f(a)+1x h+|hle(h)
Ce qui implique : I = f'(a)
Donc f est différentiable en a et :

D¢(a)(h) : R — R (linéaire)
h— f'(a) x h

De plus, f/(a) = Dy(a)(1)

2.3 Applications constantes et linéaires

2.3.1 Si f:Q — RP est constante, alors f est différentiable
en tout point de Q2 et D¢(z) =0, Vo € Q (i.e. Dy(z) :
R™ — RP est ’application nulle)

f:Q CR® — RP (constante)

r—c€eR
Vh € R™,
flx+h)=c
= 1(@)+ Oalh)+ 1] x O
A(h) e(h)

Donc f est différentiable et Vr € ), Dy = O ¢ grn rr)

2.3.2 Si f:R"” — RP est linéaire, alors f est différentiable
en tout point z € R" et D(z) = f, Vo € R".

f:R" — RP (linéaire)



Ve € R", Vh € R",

Fla+h) = £(2) + £(B) + 0] x O
A(R) e(h)

Donc f est différentiable et Vo € R, Dy(z) = f

2.4 Soit f : R" — R la fonction définie par :
f(z) = |lzll; = Y7 2% Alors, f est différen-
tiable sur R” et Vx € R", Vh € R", Ds(z)(h) =

2 Z?Zl xih; =2 (x,h)

f:R* —R
n
2
z— |lzlls =) af
i=1

Soit a € R™, soit h € R”,
On note a = (a;)ie[j1,n)) €t b = (hi)ic[j1,n|]

fla+h)={a+h,a+h)
= llall3 + 2 {a, k) + |23
= f(a) + 2 (a, h) + ||hlly ()

ot Vh € R™, e(h) = ||hl],

Or e(h) h—)()() et h — 2{a,h) est linéaire donc { différentiable et Va € R*,
—

Vh € R™,
DH.H%(“)(h) = 2{a, h)

2.5 |||l est différentiable sur R"\0, avec Vx # 0,
vh € R", Dy(|.[)(2)(h) = 7

]l

lz|l : R" — R

2
z— [lzlly = /Il



||xH§ est différentiable sur R™ a valeur dans R* donc ||z||, est différentiable
sur R \Ogn.
Soit h € R™,

Dy, (@)(h) = D (lal3) (Dy 2 (a)(h)

— ———
1
1
= SDiz(a)(h)
24/ llall;
1
= 2{a, h)
2|all,
(a, h)
lally

2.6 Auxiliaire "universelle"

u=for

7:[0,1] — [a,a + h] CR"
t— a-+th

7 est affine donc dérivable, a valeur dans [a,a + h] C Q, et f différentiable
sur Q. Par composition, u = f o 7 est dérivable sur [0, 1].

et V¢ € [0,1],

W (t) = Du(H)(1)
= Dyor(8)(1

)
= Dy (7(1)) (D-(£)(1))
— u/(t) = Dy¢(a +th)(h)

et w/(0) = Dy(a)(h) = limLeHN=I@) _ 3, w(D-u(0)

t—0 t—0

2.7 Inégalité des accroissements finis
Soit f € C! sur Q tel que, Vo € Q, sup ||| Dy (x)]|| < +oo.
€N

Soit (a, a,b] C Q, alors

10 ||Rp < (suanf |||) T

R



Preuve Soit (a,b) € Q2 tel que [a,b] C Q.
On note h = b — a de sorte que [a,a + h] = [a, b]

u:[0,1] — [a, b]
t— f(a+th)

f €C(Q) donc u € C1([0,1]) et d’aprés le théoréme fondamentale de 'analyse,
1
u(l) —u(0) = / o' (t)dt. Donc :
0

1£(0) = F(@)llar < / ' (1)) dt
< / 1D (a + th) (1) |5y dt
s/o 1D (a+ th)[]] % [[hllzy dt

< ( Stépl]lllDf(aﬂLth)II) 16— al

telo,



Chapitre 3

Dérivées partielles

3.1 Si f est différentiable en un point a, alors Vj &
[|1,n]], f admet une dérivée partielle d’indice
jen a, et %(a) = D¢(a)(e;). De plus, Vh € R".

f différentiable en a,
donc Dy(a) existe,

Vh € R", h = (hi)ic[j1,n]) = Z hiei, (€i)ic[ji,n) T€Présentant la base canonique.
i=1

Dy(a)(h) = Dy (a) (Z he)
= Z hin(a)(ei)

. flatte)—f(a o fai(aitt) =fai(ai) _ 8
Dy(a)(es) = limHette=tied — fipp festetisloatesd — £ (o)

D)) =Y hi ol (a)
i=1 ¢




3.2 Soit f € C}Q) <= [ admet des dérivées
partielles C'(Q)

Vi € [|1,n]], Ya € Q, 2L (a)(e;)

n
D)) =Y hi oL (@)
k=1 ¢

3.3 Formule de la chaine en jacobienne : J . ;(z) =
Jo(f(2)) ()

f:Q e R® — RP différentiable en a.

ofi
Js(a) = [ Lo

]léiép
1<j<n

Et on a Yh € R", D¢(a)(h) = J¢(a)h (h étant un vecteur colonne)

fQCR* = Q' CRP
g:Q —RY

alors g o f différentiable et Vz € (,

Vh € R™, Dyog(x)(h) = Dy(f(2))(Dy(x)(h)) <= Jgop(x) h = Jo(f(x)) J¢(z) h
EMg n EMg,p EHM:T

} différentiable

Finalement, Jyo¢(z) = Jo(f(2))J¢(2)

10



Ji@) = | f p

Jg(f(.’l?)) = = Jgof(x) € Mq,n
P n
oy N\~ 991 f
(@) = ;; 5y F@) X 5 (@)

3.4 Soit f une application bijective de 2 C R"
dans ' C R". On note f~! sa réciproque. Si
feC (LR etsif! e € (V,R"). Alors Va €
Q, Jpr = (Jy(a)) ™

Soit a € (,

f~lo fx =g, donc Va € Q,

Dy-1(f(a)) o Df(a) = Di,(a)
donc Jp-1(f(a)) x Jy(a) = I,
Donc Jy(a) est inversible et Jy(a)™' = Jy-1(f(a))

3.5 Formule de Taylor reste intégrale
ICR,ge€™ (1), V(a,b) € I?,
n (k) a b _\n
o)=Y 0w+ [ g

k=0
f:QCR" — Rsoit h € R" tq [a,a + h] C Q

w:[0,1] — [a,a + h)
t— f(a+th)

11



cas n=2, u € €*([0,1])

W' (t) = Dy(a+th)(h)
= <Vf(a +th),h>

of of

u'(0) = (Vy(a), h)
0% f 0% f o f o f
" _12Y J 27 J
u”(t) = hy 927 + hthi@anxl (a+1th) 4+ hihy 92109 (a+th) + hj3 922 (a+th)
= 'WH(a + th)h

Finalement, avec g =u, pourn=1,a=0et b=1,

1
fla+h) :f(a)+<vf(a),h>+/ (1 —t) 'hHy(a + th) hdt
——— N ——— 0 | S

u(1) w(0)  w/(1)(1—0) u(t)

12



Chapitre 4

Extrema d’une fonction de R"
dans R?

4.1 Soit f:Q — R et a €. Sifadmet un extre-
mum au point a et si f est différentiable en
a, alors a est un point critique de f.

f différentiable en a = Je : R™ — R tel que : e(h) ’—6 et tel que : Vh € R™,
11—
h "petit",

fla+h) = fla) +(V(a), h) +|[h] e(h)

= 7@+ Y2 2L (@ + [l ()
i=1 !

Supposons que V¢(a) # Ogn
Supposons que V¢(a); = %(a) #0
alors Vt € R*, t "petit", posons h = (¢,0,--- ,0)

on a alors :

fla ) = (@) + 1370 (@) + [e(ter)

= fla)+t <§£1(a) + ?6(tei))

e(te;) —+ 0 donc I > 0, Vt € R[t] < = ete)| < A

donc f(a+h) = f(a)+t <>\ + ?E(tei))

|| <sign(x)xe

13



sit=—MAs, s> 0 petit, fla+h) = f(a) — As

>0
donc f n’admet pas un minimum en a.

4.2 Conditions suffisante d’extremum strict

Casn =2,
H¢(a) € Ma(R) est symétrique (Schwarz) donc elle est diagonalisable dans une
base orthonormeée.

I(v1,v2) € (R™)?, [Jvaly = [lvzlly =1 et {v1,v2) = 0.

et 3()\1, /\2) S RQ, Hf(a)vl = A\
Hf(a)’l}g = )\2’1}2
VYh € R?, h = hivy + hova,
fla+h) = f(a) + 3(MhT + A2h3) + o(|[n]1%)
——
négligeable si h "petit"
car Hy(a)h = Hy(a)(hiv1 + hava) = Ahivr + Aahovs par linéarité.
‘hH¢(a)(h) = (hy 1 + ha 'v2) (Arhiv1 4 Aahava) = A\1h3 + Aah3
(car < v1,v2 >=0et |Jv1]] = 1 car B.O.N)

Flath) = Fla) + 5 Oh? + Aok + of 1))
> f(a) + 3 I3 + o I4I1)
> fla)+ 1013 (33 + o)

Pour h "petit" (o(1) << FA2).
f(a+h) > f(a) donc f admet en a un minimum local strict
si h#0

Si)\lg)\2<0

fla+h) < fla) = Al (3 +o(1))

Donc pour h "petit" non nul,

fla+h) < f(a)

Donc f admet un maximum local strict en a.

Sid <0< A

h = hl'Ul + O’UQ
fla+hivt) = fa) + 2xih3 +o(|R]3) < f(a)

14



B = hgvg
fla+have) = f(a) + $2ah3 + o||Al]3) > f(a)

Donc f n’admet ni un minimum local ni un maximum local en a, on parle de
point-selle ou point col.

4.3 Théoréme sur le point critique a d’une fonc-
tion f

Soit f € €2, a € Q un point critique de f.

5@ o (a)] s
H:(a) = 8%*2 6y28w _
f( ) Ldzafy(a) gT/];(a) [s t}

On rappelle que det(A4) = H A et Tr(A) = Z i

K2 7

det(Hy(a)) =rt —s? et Tr(A) =r+t

1. rt — s> < 0 = point-selle

2.
rt —s* >0 et r out est positif => A\Ag >0deplus: r>0 = t>0] et [t >0 = r > 0]
= A +A2>0
— minimum locale strict
3.

rt —s? > 0et routest négatif = MAa>0deplus: r<0 = t<0l et [t<0 = r<0]
— A <0et A2 <0

— maximum locale strict

4. 1t — s> =0 = On ne peux rien conclure

15



Chapitre 5

Théoréme d’inversion locale,
théoréme des fonctions
implicites

5.1 Théoréme des fonctions implicite dans le cas
n=p=1

Enoncé Soit Q un ouvert de R?, f: Q — R

Preuve

F:Q—>R?
(z,y) — [z, f(2,9)]

- F € €%(Q)(comme f).
- V(l‘,y) € Qa
1 0

9
z.y) gh(z.y)

det Jy(a,b) = §L(a,b) # 0

Jf(.f(],y) = ﬂ(
ox

Théoréme d’inversion locale :
3(A,B) € (RY)? avec % =]a— Aja+ Al et ¥/ =]b— B;b+ B|

F:%xV — F(%,7) est un €% difféomorphisme

V(z,y) € U x V N(u,v) € F(%,YV),

16



F(z,y) = (u,v) = { Z —ff(x,y)
={§ ~ ()

ou

0:F(%,V)— R est €"
(u,v) — y = 0(u,v)

V(z,y) €% x 7, f(z,y) =0 <= y=0(x,0)
Posons
U — YV
x +— 0(x,0)

Yo € ¥, f(a.0(0)) =0

a5 (z, ¢l >>x1+ 5@, p(x) x #(2) =0

et comme : (a b) W 2 (a,b) = ( v(a)) #

Par continulte de 2 ay et de @ en a,

%(a7 p(a)) # 0, quitte a restreindre %, Vo € %, g—g(x, o(xz)) #0

5.2 Coordonnées polaires

Preuve Soient :
[V >R g=fop
g: U — R

o U=V
(r,0) — (rcos,rsinf) = (x,y)
sinf@ rcosf

Y(r,0) € U, J,(r,0) = {cose —rsmﬂ

or or x 1 in
[ggg g%gm:ﬁ:%1(¢(T,9)):(Jw(739))_ o e

a b
Rappel : A = L d}

17



1. A est inversible <= ad —bc # 0

(ComA)" = adl—bc [d b}

1 _
2. A7 detA —c a

3. Y(x,y) € ¥ avec (z,y) = ¢(r,0), (r,0) € %
g(r, 0) = f(T COoS 9,7"81110) — f(a:,y) = g(T’(.T,y), G(x,y))
V(z,y) €Y,

of dg or dy o0
O () = 2200) o)+ S, 0)r0) + 0 (2,)
dg dg —sinf
6—(7‘ 9)0089—1—%(1“ ) x .
af Oy dg cos
a—y(x,y) = E(r,é)) x sin 0 + %( r,0) x -
9 -
Viow) = S 0)é + 3
dg = o opy 109 o -
8—(7‘ 0) (cos fei + sin fé3) + 30 —(r,0) (—sinfeq + cos bez)
€ €o
Finalement, on a en coordonnée polaires,
V,y(r,0) = {ggg(“e)}
g 129(r,0) (.3)
0% f 0%g 9 0%g —sinfcosd
@(x,y) 52 5 (1, 0) X cos™ 0 + aear(r,ﬁ) X —
dg sin?0  9%g —sinf cos 6
+a—( r,0) x " +889(r,9)>< "
0%g sin?@ g cos @ sin
+w(r,0)x 2 +89( 1‘))><7072
dg sin 6 cos 0
+ %(T, 0) X T
En coordonnee polaires,
Ay(r,0) = 24(r,0) + 122(r,0) + L 24(r,0)

18



Chapitre 6

Intégrales généralisées

6.1 Convergence des intégrales de Riemann

Soit f : & — - continue sur ]0, 1],
Soit € > 0,

bz [L X
R — 11—«
o 1
= | (nal!
1
— a—lex—1
—Ine
+00
— —00
e—0+ 1
17
—0Q0
, _1
e—+ l1-o
o0
—00

L dr
T
Donc / — converge <= a <1
o T

oo
dx
Donc / — converge <= «a>1
1 T

1
xal,l} sia#1
g

sia=1

+12 sia#l

sia=1
sia=1
sia>1
sia<1
sia=1
sia>1
sia<1

6.2 Reégles de comparaison sur les intégrales de

fonctions positives

Enoncé Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b telles que
vV € [a,b], 0 < f(z) < g(z). On a alors les résultats suivants :

b b
1. / g(x)dx converge —> / f(z)dzx converge

19



b b
2. / f(z)dz diverge — / g(x)dx diverge
a a

Preuve

b
1. Supposons / g(z)dz converge, alors Vx € [a, b],

/j f)dt < /awg(t)dt < /abg(t)dt
N

majoré

— l’intégrale est convergente.

2. Contraposé du 1.

20



Chapitre 7

Intégrales a parameétre

7.1 Continuité de l'intégrale & parametre.

I =[a,b], (a,b) € R x R. Soit ¢ > 0, soit zg € [c, d}
b

b

- / o (t)dt converge = In € [a, b, / o(t)dt < Z
a n

-Vz € [e,d]

d
b
= t, f(tzo)dt+ [ |f(t ) — f(t,zo)|dt
l9(2) — glao)| = /|f 2) — f(t,z0)| /n< 2) — f(t,z0)|

<2 [Y po(t)dt<s
De plus, f continue sur A = [a,n] X [¢, d], d’aprés le théoréme de Heine, f et
uniformément continue sur A :
do > 0,V(t,z) € A, V(z,y) € A,
1@t 2) = (s,9)l <o = |f(t.z) = F{t.y)ll < 5575

Prenons (t,z) et (¢t,29) < o
€ 5

7
alors/ |f(t,z) — t:vo)|dt§/a 2(n7—a)dt:§

Donc Vz € [e,d], |t —zo| < 0 = |g(x) — g(x0)| < &, et donc g est conti-
nue en g, et donc sur [c, d].

7.2 Dérivabilité de 'intégrale a paramétre

I:[a,b], soit xg € [c,d], soit € > 0,

1. In € [a,b], fgpl t)dt < e.

21



Va € e, d],
( @) = f(t: 20) —W(uxo)) dt‘

’g@c) ~gle)
T T — Tg ox
) fban) 0o
r — X
A(x)
b f(tv ‘T) B f(ta 'TO) 8f
o (P Fewo) ) a

R(z)
< A(z) + R(z)

Soit ¢ € T fixe,
f(t,-) est € sur [c,d] D’aprés le théoréme des accroissements finis,

ElX(t) € ]anx[ (Ou ]ZL’,CL’()D, %ﬁéum = %(f»X(t)

9L, X(t) - 8f(t:co)‘dt

<f”

af est uniformément continue sur [a,n] X [c, d]

oz
donc

|z — 2] <o = | X(t) —a0| <0

— | x0) - Fitan| < 5
= A(r) < §
b
2 R(x)g/ <aj;(t,X(t))‘+‘g£(t,zo)>dt§;

(l‘o) = g(t,l‘o)dt

Donc g est dérivable et on € le,dl,g
I ox
af <
3. L‘%((t’x)‘ < ei(t) = ¢ est continue = g € ¢!
a—£ continue sur I X [¢, d]
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