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Chapitre 1

Fonctions de Rn à valeurs
dans Rp

1.1 Soit a ∈ Ω. f est continue en a ⇐⇒ ∀j ∈
[|1, p|], la fonction composante fj est continue
au point a.

Pour faciliter, on va se placer dans : f : Rn −→ Rp

f continue en a

f continue en a ⇐⇒ ∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , ∥x− a∥ ≤ η =⇒ ∥f(x)− f(a)∥ ≤ ε

Mais nous sommes en dim finie donc il y a équivalence des normes
⇐⇒ ∀ε > 0,∃η,∀x ∈ Df , ∥x− a∥ ≤ η =⇒ ∀i ∈ [|1, p|], |fi(x)− fi(a)| ≤ ε

⇐⇒ ∀i ∈ [|1, p|], fi continue en a.

1.2 Soit a ∈ Ω. f est continue en a =⇒ ∀j ∈
[|1, n|], la fonction partielle ˜fa,j est continue
au point aj.

f : Rn −→ Rp

f continue en a =⇒ ∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df , ∥x− a∥ ≤ η =⇒ ∥f(x)− f(a)∥ ≤ ε

=⇒ ∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ Df ,∀i ∈ [|1, n|], |xi − ai| ≤ η =⇒ |f(x)− f(a)| ≤ ε

=⇒ ∀ε > 0,∃η > 0,∀t ∈ R,∀i ∈ [|1, n|], |t− ai| ≤ η =⇒ |f(t)− f(ai)| ≤ ε

=⇒ ∀ε > 0,∀i ∈ [|1, n|],∃ηi > 0,∀t ∈ R, |t− ai| ≤ ηi =⇒
∣∣∣ ˜fa,i(t)− ˜fa,i(ai)

∣∣∣ ≤ ε

=⇒ ∀i ∈ [|1, n|], ˜fa,i est continue en ai
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Chapitre 2

Différentielle

2.1 Unicité et continuité de la différentielle

2.1.1 (Unicité) Si f est différentiable en x, la différentielle
de f en x est unique et : Df (x)(h) = lim

t→0

f(x+th)−f(x)
t

f est différentiable en x ∈ Ω, =⇒

∃λ ∈ L (Rn,Rp)

∃ε : Ω −→ Rp avec ε(h) −→
h→0

0

Pour "h petit" :

f(a+ h) = f(a) + λ(h) + ∥h∥ ε(h)
λ(h) = f(a+ h)− f(a)− ∥h∥ ε(h)
∀t ∈ R∗,
λ(th) = f(a+ th)− f(a)− ∥th∥ ε(h)
donc :

λ(h) =
f(a+ th)− f(a)

t
− |t|

t
∥h∥ ε(h)︸ ︷︷ ︸
−→0
t→0

Par linéarité de la différentielle

= lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t

D’où l’unicité. Df (x)(h) = lim
t→0

f(x+th)−f(x)
t

2.1.2 (Continuité) Si f est différentiable en x alors f est
continue en x

Si f est différentiable en a ∈ Ω,
alors lim

h→0
f(a+ h) = f(a).
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Donc f continue en a.

2.2 Si Ω est un ouvert de R, f : Ω → Rp est dif-
férentiable en x ∈ Ω ⇐⇒ f dérivable en x,
et l’on a : ∀h ∈ R, Df(x)(h) = hf ′(x), f ′(x) =
Df(x)(1) ∈ Rp

En dimension 1 :
f dérivable en a
⇐⇒ ∃l ∈ R,∃ε : R −→ R avec ε(h) −→

h→0
0 et ∀h ∈ R,

f(a+ h) = f(a) + l × h+ |h|ε(h)
Ce qui implique : l = f ′(a)
Donc f est différentiable en a et :

Df (a)(h) : R −→ R (linéaire)
h 7−→ f ′(a)× h

De plus, f ′(a) = Df (a)(1)

2.3 Applications constantes et linéaires

2.3.1 Si f : Ω→ Rp est constante, alors f est différentiable
en tout point de Ω et Df (x) = 0, ∀x ∈ Ω (i.e. Df (x) :
Rn → Rp est l’application nulle)

f : Ω ⊂ Rn −→ Rp (constante)
x 7−→ c ∈ R

∀h ∈ Rn,

f(x+ h) = c

= f(x) +O2(h)︸ ︷︷ ︸
λ(h)

+ ∥h∥ × O︸︷︷︸
ε(h)

Donc f est différentiable et ∀x ∈ Ω, Df = OL (Rn,Rp)

2.3.2 Si f : Rn → Rp est linéaire, alors f est différentiable
en tout point x ∈ Rn et Df (x) = f , ∀x ∈ Rn.

f : Rn −→ Rp (linéaire)
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∀x ∈ Rn, ∀h ∈ Rn,
f(x+ h) = f(x) + f(h)︸︷︷︸

λ(h)

+ ∥h∥ × O︸︷︷︸
ε(h)

Donc f est différentiable et ∀x ∈ Rn, Df (x) = f

2.4 Soit f : Rn → R la fonction définie par :
f(x) = ∥x∥22 =

∑n
j=1 x

2
j . Alors, f est différen-

tiable sur Rn et ∀x ∈ Rn, ∀h ∈ Rn, Df(x)(h) =
2
∑n

j=1 xjhj = 2 ⟨x, h⟩

f : Rn −→ R

x 7−→ ∥x∥22 =

n∑
i=1

x2
i

Soit a ∈ Rn, soit h ∈ Rn,
On note a = (ai)i∈[|1,n|] et h = (hi)i∈[|1,n|]

f(a+ h) = ⟨a+ h, a+ h⟩

= ∥a∥22 + 2 ⟨a, h⟩+ ∥h∥22
= f(a) + 2 ⟨a, h⟩+ ∥h∥2 ε(h)

où ∀h ∈ Rn, ε(h) = ∥h∥2

Or ε(h) −→ 0
h→0

et h 7−→ 2 ⟨a, h⟩ est linéaire donc f différentiable et ∀a ∈ R∗,
∀h ∈ Rn,
D∥.∥2

2
(a)(h) = 2 ⟨a, h⟩

2.5 ∥.∥2 est différentiable sur Rn\0, avec ∀x ̸= 0,
∀h ∈ Rn, Df(∥.∥2)(x)(h) =

⟨x,h⟩
∥x∥2

∥x∥2 : Rn −→ R

x 7−→ ∥x∥2 =

√
∥x∥22
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∥x∥22 est différentiable sur Rn à valeur dans R∗
+ donc ∥x∥2 est différentiable

sur R∗
+\0Rn .

Soit h ∈ Rn,

D∥.∥2
(a)(h) = D√

.(∥a∥22)
(
D∥.∥2

2
(a)(h)

)
︸ ︷︷ ︸

h̃

=
1

2
√
∥a∥22

D∥.∥2
2
(a)(h)

=
1

2 ∥a∥2
2 ⟨a, h⟩

=
⟨a, h⟩
∥a∥2

2.6 Auxiliaire "universelle"
u = f ◦ τ

τ : [0, 1] −→ [a, a+ h] ⊂ Rn

t 7−→ a+ th

τ est affine donc dérivable, à valeur dans [a, a + h] ⊂ Ω, et f différentiable
sur Ω. Par composition, u = f ◦ τ est dérivable sur [0, 1].

et ∀t ∈ [0, 1],

u′(t) = Du(t)(1)

= Df◦τ (t)(1)

= Df (τ(t)) (Dτ (t)(1))

=⇒ u′(t) = Df (a+ th)(h)

et u′(0) = Df (a)(h) = lim
t→0

f(a+th)−f(a)
t = lim

t→0

u(t)−u(0)
t−0

2.7 Inégalité des accroissements finis
Soit f ∈ C1 sur Ω tel que, ∀x ∈ Ω, sup

x∈Ω
∥|Df (x)|∥ < +∞.

Soit (a, b) ∈ Ω2, [a, b] ⊂ Ω, alors

∥f(b)− f(a)∥Rp ≤
(
sup
x∈Ω
|||Df (x)|||

)
∥b− a∥Rn
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Preuve Soit (a, b) ∈ Ω2 tel que [a, b] ⊂ Ω.
On note h = b− a de sorte que [a, a+ h] = [a, b]

u : [0, 1] −→ [a, b]

t 7−→ f(a+ th)

f ∈ C1(Ω) donc u ∈ C1([0, 1]) et d’après le théorème fondamentale de l’analyse,

u(1)− u(0) =

∫ 1

0

u′(t)dt. Donc :

∥f(b)− f(a)∥Rp ≤
∫ 1

0

∥u′(t)∥ dt

≤
∫ 1

0

∥Df (a+ th)(h)∥Rp dt

≤
∫ 1

0

|||Df (a+ th)||| × ∥h∥Rp dt

≤

(
sup

t∈[0,1]

|||Df (a+ th)|||

)
∥b− a∥
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Chapitre 3

Dérivées partielles

3.1 Si f est différentiable en un point a, alors ∀j ∈
[|1, n|], f admet une dérivée partielle d’indice
j en a, et ∂f

∂xj
(a) = Df(a)(ej). De plus, ∀h ∈ Rn.

Df(a)(h) =
n∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a)

f différentiable en a,
donc Df (a) existe,

∀h ∈ Rn, h = (hi)i∈[|1,n|] =

n∑
i=1

hiei, (ei)i∈[|i,n|] représentant la base canonique.

Df (a)(h) = Df (a)

(
n∑

i=1

hiei

)

=

n∑
i=1

hiDf (a)(ei)

Df (a)(ei) = lim
t→0

f(a+tei)−f(a)
t = lim

t→0

˜fa,i(ai+t)− ˜fa,i(ai)
t = ∂f

∂xi
(a)

Df (a)(h) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a)
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3.2 Soit f ∈ C1(Ω) ⇐⇒ f admet des dérivées
partielles C0(Ω)

→

∀i ∈ [|1, n|], ∀a ∈ Ω, ∂f
∂xi

(a)(ei)

←

Df (a)(h) =

n∑
k=1

hi
∂f

∂xi
(a)

3.3 Formule de la chaine en jacobienne : Jg◦f(x) =
Jg(f(x))Jf(x)

f : Ω ∈ Rn → Rp différentiable en a.

Jf (a) =
[
∂fi(a)
∂xj

]
1≤i≤p
1≤j≤n

Et on a ∀h ∈ Rn, Df (a)(h) = Jf (a)h (h étant un vecteur colonne)

f : Ω ⊂ Rn → Ω′ ⊂ Rp

g : Ω′ → Rq

}
différentiable

alors g ◦ f différentiable et ∀x ∈ Ω,
∀h ∈ Rn, Dg◦f (x)(h) = Dg(f(x))(Df (x)(h)) ⇐⇒ Jg◦f (x)︸ ︷︷ ︸

∈Mq,n

h = Jg(f(x))︸ ︷︷ ︸
∈Mq,p

Jf (x)︸ ︷︷ ︸
∈Mp,n

h

Finalement, Jg◦f (x) = Jg(f(x))Jf (x)
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Jf (x) =



...

...
· · · fk,j

...

...




p

Jg(f(x)) =



...

...

...
· · · gi,k · · · · · · · · ·

...

...


︸ ︷︷ ︸

p



...

...

...
· · · Fi,j

...

...


︸ ︷︷ ︸

n

= Jg◦f (x) ∈Mq,n

∂Fi

∂xi
(x) =

p∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(x))× ∂fk
∂xj

(x)

3.4 Soit f une application bijective de Ω ⊂ Rn

dans Ω′ ⊂ Rn. On note f−1 sa réciproque. Si
f ∈ C 1(Ω,Rn) et si f−1 ∈ C 1(Ω′,Rn). Alors ∀a ∈
Ω, Jf−1 = (Jf(a))

−1

Soit a ∈ Ω,
f−1 ◦ fk = idΩ

donc ∀a ∈ Ω,
Df−1(f(a)) ◦Df (a) = Did(a)
donc Jf−1(f(a))× Jf (a) = In
Donc Jf (a) est inversible et Jf (a)

−1 = Jf−1(f(a))

3.5 Formule de Taylor reste intégrale
I ⊂ R, g ∈ C n+1(I), ∀(a, b) ∈ I2,

g(b) =

n∑
k=0

g(k)(a)

k!
(b− a)k +

∫ b

a

(b− t)n

n!
g(n+1)(t)dt

f : Ω ⊂ Rn −→ R soit h ∈ Rn tq [a, a+ h] ⊂ Ω

u : [0, 1] −→ [a, a+ h]

t 7−→ f(a+ th)
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cas n=2, u ∈ C 2([0, 1])

u′(t) = Df (a+ th)(h)

= ⟨∇f (a+ th), h⟩

= h1
∂f

∂x1
(a+ th) + h2

∂f

∂x2
(a+ th)

u′(0) = ⟨∇f (a), h⟩

u′′(t) = h2
1

∂2f

∂x2
1

+ h1h2
∂2f

∂x2∂x1
(a+ th) + h1h2

∂2f

∂x1∂x2
(a+ th) + h2

2

∂2f

∂x2
2

(a+ th)

=
t
hHf (a+ th)h

Finalement, avec g = u, pour n = 1, a = 0 et b = 1,

f(a+ h)︸ ︷︷ ︸
u(1)

= f(a)︸︷︷︸
u(0)

+ ⟨∇f (a), h⟩︸ ︷︷ ︸
u′(1)(1−0)

+

∫ 1

0

(1− t)
t
hHf (a+ th)︸ ︷︷ ︸

u′′(t)

hdt
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Chapitre 4

Extrema d’une fonction de Rn

dans Rp

4.1 Soit f : Ω→ R et a ∈ Ω. Si f admet un extre-
mum au point a et si f est différentiable en
a, alors a est un point critique de f .

f différentiable en a =⇒ ∃ε : Rn → R tel que : ε(h) −→
h→0

et tel que : ∀h ∈ Rn,
h "petit",

f(a+ h) = f(a) + ⟨∇f (a), h⟩+ ∥h∥ ε(h)

= f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)hi + ∥h∥ ε(h)

Supposons que ∇f (a) ̸= 0Rn

Supposons que ∇f (a)1 = ∂f
∂x1

(a) ̸= 0
alors ∀t ∈ R∗, t "petit", posons h = (t, 0, · · · , 0)
on a alors :

f(a+ h) = f(a) + t
∂f

∂x1
(a) + |t|ε(tei)

= f(a) + t

(
∂f

∂x1
(a) +

|t|
t
ε(tei)

)
ε(tei) −→

t→0
0 donc ∃η > 0, ∀t ∈ R∗|t| ≤ η =⇒ |ε(tei)| ≤ |λ|

2

donc f(a+ h) = f(a) + t

(
λ+
|t|
t
ε(tei)

)
︸ ︷︷ ︸

|.|≤sign(λ)×c
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si t = −λs, s > 0 petit, f(a+ h) = f(a)− λs︸︷︷︸
>0

donc f n’admet pas un minimum en a.

4.2 Conditions suffisante d’extremum strict
Cas n = 2,

Hf (a) ∈M2(R) est symétrique (Schwarz) donc elle est diagonalisable dans une
base orthonormée.

∃(v1, v2) ∈ (Rn)2, ∥v1∥2 = ∥v2∥2 = 1 et ⟨v1, v2⟩ = 0.

et ∃(λ1, λ2) ∈ R2, Hf (a)v1 = λ1v1

Hf (a)v2 = λ2v2

∀h ∈ R2, h = h1v1 + h2v2,
f(a+ h) = f(a) + 1

2 (λ1h
2
1 + λ2h

2
2) + o(∥h∥2)︸ ︷︷ ︸

négligeable si h "petit"
car Hf (a)h = Hf (a)(h1v1 + h2v2) = λ1h1v1 + λ2h2v2 par linéarité.
t
hHf (a)(h) = (h1

t
v1 + h2

t
v2)(λ1h1v1 + λ2h2v2) = λ1h

2
1 + λ2h

2
2

(car < v1, v2 >= 0 et ∥v1∥ = 1 car B.O.N)

Si λ1 ≥ λ2 > 0

f(a+ h) = f(a) +
1

2
(λ1h

2
1 + λ2h

2
2 + o(∥h∥2)

≥ f(a) +
1

2
λ2 ∥h∥22 + o(∥h∥2)

≥ f(a) + ∥h∥22

(
1

2
λ+ o(1)

)
Pour h "petit"

(
o(1) << 1

2λ2

)
.

f(a+ h) > f(a)
si h ̸=0

donc f admet en a un minimum local strict

Si λ1 ≤ λ2 < 0

f(a+ h) ≤ f(a)− ∥h∥22
(
λ1

2 + o(1)
)

Donc pour h "petit" non nul,
f(a+ h) < f(a)
Donc f admet un maximum local strict en a.

Si λ1 < 0 < λ2

h = h1v1 + 0v2

f(a+ h1v1) = f(a) + 1
2λ1h

2
1 + o(∥h∥22) < f(a)
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h̃ = h2v2

f(a+ h2v2) = f(a) + 1
2λ2h

2
2 + o(∥h∥22) > f(a)

Donc f n’admet ni un minimum local ni un maximum local en a, on parle de
point-selle ou point col.

4.3 Théorème sur le point critique a d’une fonc-
tion f

Soit f ∈ C 2, a ∈ Ω un point critique de f.

Hf (a) =

[
∂2f
∂x2 (a)

∂2f
∂y∂x (a)

∂2f
∂x∂y (a)

∂2f
∂y2 (a)

]
=

[
r s
s t

]
On rappelle que det(A) =

∏
i

λi et Tr(A) =
∑
i

λi

det(Hf (a)) = rt− s2 et Tr(A) = r + t

1. rt− s2 < 0 =⇒ point-selle
2.

rt− s2 > 0 et r ou t est positif =⇒ λ1λ2 > 0 de plus : [r > 0 =⇒ t > 0] et [t > 0 =⇒ r > 0]

=⇒ λ1 + λ2 > 0

=⇒ minimum locale strict

3.

rt− s2 > 0 et r ou t est négatif =⇒ λ1λ2 > 0 de plus : [r < 0 =⇒ t < 0] et [t < 0 =⇒ r < 0]

=⇒ λ1 < 0 et λ2 < 0

=⇒ maximum locale strict

4. rt− s2 = 0 =⇒ On ne peux rien conclure
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Chapitre 5

Théorème d’inversion locale,
théorème des fonctions
implicites

5.1 Théorème des fonctions implicite dans le cas
n=p=1

Enoncé Soit Ω un ouvert de R2, f : Ω→ R

Preuve

F : Ω→ R2

(x, y) 7−→ [x, f(x, y)]

- F ∈ C k(Ω)(comme f).
- ∀(x, y) ∈ Ω,

Jf (x, y) =

[
1 0

∂f
∂x (x, y)

∂f
∂y (x, y)

]
det Jf (a, b) =

∂f
∂y (a, b) ̸= 0

Théorème d’inversion locale :
∃(A,B) ∈ (R∗

+)
2 avec U = ]a−A; a+A[ et V = ]b−B; b+B[

F : U × V −→ F (U ,V ) est un C k difféomorphisme

∀(x, y) ∈ U × V ,∀(u, v) ∈ F (U ,V ),
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F (x, y) = (u, v) =

{
u = x
v = f(x, y)

=

{
x = u
y = θ(u, v)

où

θ : F (U ,V )→ R est C k

(u, v) 7−→ y = θ(u, v)

∀(x, y) ∈ U × V , f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = θ(x, 0)
Posons

φ : U −→ V

x 7−→ θ(x, 0)

∀x ∈ U , f(x, φ(x)) = 0
∂f
∂x (x, φ(x))× 1 + ∂f

∂y (x, φ(x))× φ′(x) = 0

et comme : ∂f
∂x (a, b) =

∂f
∂y (a, b) =

∂f
∂y (a, φ(a)) ̸= 0.

Par continuité de ∂f
∂y et de φ en a,

∂f
∂y (a, φ(a)) ̸= 0, quitte à restreindre U , ∀x ∈ U , ∂f

∂y (x, φ(x)) ̸= 0

D’où : φ′(x) =
−∂f

∂x (x, φ(x))
∂f
∂y (x, φ(x))

5.2 Coordonnées polaires
Preuve Soient :
f : V → R, g = f ◦ φ
g : U → R′

φ : U → V

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ) = (x, y)

∀(r, θ) ∈ U , Jφ(r, θ) =

[
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

]
[

∂r
∂x (x, y)

∂r
∂y (x, y)

∂θ
∂x (x, y)

∂θ
∂y (x, y)

]
= Jφ−1(φ(r, θ)) = (Jφ(r, θ))

−1
=

[
cos θ sin θ
− sin θ

r
cos θ
r

]
Rappel : A =

[
a b
c d

]
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1. A est inversible ⇐⇒ ad− bc ̸= 0

2. A−1 = 1
detA (ComA)⊤ = 1

ad−bc

[
d −b
−c a

]
3. ∀(x, y) ∈ V avec (x, y) = φ(r, θ), (r, θ) ∈ U

g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) ⇐⇒ f(x, y) = g(r(x, y), θ(x, y))

∀(x, y) ∈ V ,

∂f

∂x
(x, y) =

∂g

∂r
(r, θ)× ∂r̃

∂x
(x, y) +

∂y

∂θ
(r, θ)(rθ) +

∂θ̃

∂x
(x, y)

=
∂g

∂r
(r, θ) cos θ +

∂g

∂θ
(r, θ)× − sin θ

r

∂f

∂y
(x, y) =

∂g

∂r
(r, θ)× sin θ +

∂g

∂θ
(r, θ)× cos θ

r

∇f (x, y) =
∂f

∂x
(x, y)e⃗1 +

∂f

∂y
(x, y)e⃗2

=
∂g

∂r
(r, θ) (cos θe⃗1 + sin θe⃗2)︸ ︷︷ ︸

e⃗r

+
1

r

∂g

∂θ
(r, θ) (− sin θe⃗1 + cos θe⃗2)︸ ︷︷ ︸

e⃗θ

Finalement, on a en coordonnée polaires,

∇g(r, θ) =

[
∂g
∂r (r, θ)
1
r
∂g
∂θ (r, θ)

]
(e⃗r,e⃗θ)

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂2g

∂r2
(r, θ)× cos2 θ +

∂2g

∂θ∂r
(r, θ)× − sin θ cos θ

r

+
∂g

∂r
(r, θ)× sin2 θ

r
+

∂2g

∂r∂θ
(r, θ)× − sin θ cos θ

r

+
∂2g

∂θ2
(r, θ)× sin2 θ

r2
+

∂g

∂θ
(r, θ)× cos θ sin θ

r2

+
∂g

∂θ
(r, θ)× sin θ cos θ

r2

En coordonnée polaires,
∆g(r, θ) =

∂2g
∂r2 (r, θ) +

1
r
∂g
∂r (r, θ) +

1
r2

∂2g
∂θ2 (r, θ)
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Chapitre 6

Intégrales généralisées

6.1 Convergence des intégrales de Riemann
Soit f : x 7−→ 1

xα continue sur ]0, 1],
Soit ε > 0, ∫ 1

ε

dx

xα
=


[

1
1−α ×

1
xα−1

]1
ε

si α ̸= 1

[lnx]
1
ε si α = 1

=

{
1

α−1εα−1 + 1
1−α si α ̸= 1

− ln ε si α = 1

−→
ε→0+


+∞ si α = 1
−∞ si α > 1
1

1−α si α < 1

−→
ε→+∞


−∞ si α = 1
1

1−α si α > 1

−∞ si α < 1

Donc
∫ 1

0

dx

xα
converge ⇐⇒ α < 1

Donc
∫ ∞

1

dx

xα
converge ⇐⇒ α > 1

6.2 Règles de comparaison sur les intégrales de
fonctions positives

Enoncé Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b[ telles que
∀x ∈ [a, b[, 0 ≤ f(x) ≤ g(x). On a alors les résultats suivants :

1.
∫ b

a

g(x)dx converge =⇒
∫ b

a

f(x)dx converge
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2.
∫ b

a

f(x)dx diverge =⇒
∫ b

a

g(x)dx diverge

Preuve

1. Supposons
∫ b

a

g(x)dx converge, alors ∀x ∈ [a, b[,

∫ x

a

f(t)dt︸ ︷︷ ︸
majoré

≤
∫ x

a

g(t)dt ≤
∫ b

a

g(t)dt

=⇒ l’intégrale est convergente.
2. Contraposé du 1.

20



Chapitre 7

Intégrales à paramètre

7.1 Continuité de l’intégrale à parametre.
I = [a, b[, (a, b) ∈ R× R. Soit ε > 0, soit x0 ∈ [c, d],

-
∫ b

a

φ0(t)dt converge =⇒ ∃η ∈ [a, b[,
∫ b

η

φ0(t)dt ≤
ε

4

- ∀x ∈ [c, d]

|g(x)− g(x0)| =
∫ η

a

|f(t, x)− f(t, x0)| dt+
∫ b

η

|f(t, x)− f(t, x0)| dt︸ ︷︷ ︸
≤2

∫ b
η
φ0(t)dt≤ ε

2

De plus, f continue sur ∆ = [a, η]× [c, d], d’après le théorème de Heine, f et
uniformément continue sur ∆ :
∃σ > 0,∀(t, x) ∈ ∆,∀(x, y) ∈ ∆,
∥(t, x)− (s, y)∥ ≤ σ =⇒ ∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ ε

2(η−a)

Prenons (t, x) et (t, x0) ≤ σ

alors
∫ η

a

|f(t, x)− f(t, x0)| dt ≤
∫ η

a

ε

2(η − a)
dt =

ε

2

Donc ∀x ∈ [c, d], |x− x0| ≤ σ =⇒ |g(x)− g(x0)| ≤ ε, et donc g est conti-
nue en x0, et donc sur [c, d].

7.2 Dérivabilité de l’intégrale à paramètre
I : [a, b[, soit x0 ∈ [c, d], soit ε > 0,

1. ∃η ∈ [a, b[,
∫ b

η
φ1(t)dt ≤ ε.
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2.

∀x ∈ [c, d],∣∣∣∣g(x)− g(x0)

x
−
∫

∂f

∂x
(t, x)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
I

(
f(t, x)− f(t, x0)

x− x0
− ∂f

∂x
(t, x0)

)
dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ η

a

f(t, x)− f(t, x0)

x− x0
− ∂f

∂x
(t, x0)dt

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A(x)

+

∣∣∣∣∣
∫ b

η

(
f(t, x)− f(t, x0)

x− x0
− ∂f

∂x
(t, x0)

)
dt

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
R(x)

≤ A(x) +R(x)

Soit t ∈ I fixé,
f(t, ·) est C 1 sur [c, d] D’après le théorème des accroissements finis,
∃X(t) ∈ ]x0, x[ (ou ]x, x0[),

f(t,x)−f(t,x0)
x−x0

= ∂f
∂x (t,X(t)

1. A(x) ≤
∫ η

a

∣∣∣∂f∂x (t,X(t))− ∂f
∂x (t, x0)

∣∣∣ dt
∂f
∂x est uniformément continue sur [a, η]× [c, d]
donc

|x− x0| ≤ σ =⇒ |X(t)− x0| ≤ σ

=⇒
∣∣∣∣∂f∂x (t,X(t))− ∂f

∂x
(t, x0)

∣∣∣∣ ≤ ε

2(η − a)

=⇒ A(x) ≤ ε
2

2. R(x) ≤
∫ b

η

(∣∣∣∣∂f∂x (t,X(t))

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂f∂x (t, x0)

∣∣∣∣) dt ≤ ε

2

Ainsi,
∣∣∣∣ g(x)−g(x0)

x−x0
−
∫
I

∂f

∂x
(t, x0)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

Donc g est dérivable et ∀x0 ∈ [c, d], g′(x0) =

∫
I

∂f

∂x
(t, x0)dt

3.

∣∣∣∂f∂x ((t, x)∣∣∣ ≤ φ1(t)
∂f
∂x continue sur I × [c, d]

}
=⇒ g′ est continue =⇒ g ∈ C 1
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